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清华大学综合论文训练 

摘要 

随着3D扫描及相关技术的进步，三角网格模型日益成为一种新兴数字媒体。

基于网格模型的数字几何处理技术也得到了相应的发展。在网格模型的研究和

应用中，边、角、脊、谷、凸等特征信息成为网格模型处理和理解最为关键的

部分。本文引入了一种特征敏感的网格处理框架，讨论了特征敏感的几何模型

的理论基础和基于此模型的网格处理方法，并将其运用到参数化、几何图象、

样条曲面拟合、网格重构与简化等应用背景中。进一步的，我们运用我们的框

架解决了一些模型理解问题，如特征提取、特征编辑、模型分割等。 

 

关键字：特征敏感，网格处理，参数化，网格重构，特征提取，模型分割 
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Abstract 

 Benefited from the development of 3D range scanning and related techniques, 

triangular mesh models have been recently becoming an emerging type of digital 

medium. Digital Geometry Processing based on triangular mesh models has achieved 

great progress. Features - Sharp edges, corners, ridges, valleys and prongs - has 

become crucial part in mesh researches and applications. In this thesis, we introduce a 

feature sensitive framework for mesh processing, including its theory basis and 

practical problems. As examples, we demonstrate the benefits of feature sensitivity 

for parameterization, geometry image, surface fitting and remeshing. Further more, 

we use our framework to solve some model comprehension problems, such as feature 

extraction, feature editing and segmentation. 

 

Keywords: feature sensitive, mesh processing, parameterization, remeshing, feature 

extraction, segmentation. 
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第一章 引言 

1.1 网格模型概述 

1.1.1 数字网格模型综述 

随着三维扫描技术及其有关的存储、转换、处理等软硬件技术的发展，继

上世纪 70 年代兴起的数字音频、80 年代以来的数字图像、90 年代以来的数字

视频之后，本世纪初，一种新的数字媒体形式：数字几何，已经出现并得了日

益广泛的应用（图 1-1）。 

图 1-1：数字几何作为一种新兴的数字媒体 

 

随着数字几何的应用，迫切需要一种适用于数字几何的获取、存储、编码、

传输、显示等的媒介。而随着三维扫描技术和网格重建技术的日益成熟，多边

形网格模型逐渐在数字几何模型中脱颖而出，成为现在国际上表示和处理几何

模型的主流媒介。网格模型主要有以下一些优点： 

(1) 多边形网格模型比较易于获取，通过成熟的三维扫描技术和网格重建的方

法，可以获得大量的模型。其中包括无法得到原始设计图的人工模型（如手

工设计的机械模型，手工艺品等），有些是自然界的物体，如动物模型、人

体模型等；对于这些模型，采用三维扫描技术是最为廉价的快速的方法。另

一方面，对于其他几何模型，如点云模型、样条曲面模型、体数据模型、CAD
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模型，也都能够使用非常简单的算法转化成网格模型。因此，网格模型逐渐

成为最为通用的几何模型； 

(2) 理论上说，多边形网格模型可以任意精度地逼近任何复杂的曲面。随着计算

机处理能力的增强以及采用更新更好的技术，可以处理的多边形网格的规模

越来越大，精细程度越来越高，表现能力也随之越来越好； 

(3) 多边形网格模型只保留了物体最为重要的可视信息：表面信息。一方面这使

得它保存的信息量大大减少（比起体数据而言），结构也比较简单，但是另

一方面也使得在处理变形等问题的时候遇到新的挑战； 

(4) 多边形网格模型与硬件绘制的需要非常接近。实际上，现在微机中所用的显

示卡，基本上都采用基于多边形网格的绘制方式，并对这种绘制方式进行了

极大的优化。当绘制其他形式的几何模型时（如绘制样条曲面、CSG 模型、

点云），也一般在绘制的时候转换成网格进行绘制。 

图 1-2 显示了一些网格模型的例子。 

图 1-2：网格模型的例子（from [Alliez2003b]），左图是简化过的 david 头，右图是小猪模型 

 

在全世界图形学工作者的努力下，多边形网格的处理技术已经获得了长足

的进步，但是，目前的研究仍然存在一些问题，包括：  
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(1) 针对不同应用，往往对多边形网格有不同的要求。比如说对于三维绘制，只

需要多边形网格具有最基本的信息：每一个面片各个顶点的位置信息；而对

于网格上的另一些操作（如参数化），则需要网格具有一些精细的特性，如：

需要网格具有足够好的拓扑关系（即：尽量避免网格上有“洞”出现）。而

一般通过扫描得到的模型只能满足一些基本的要求。因此如何改善网格的质

量是一个持之以恒的话题。 

(2) 对于一个多边形网格，一般来说较平的地方含有的信息量比表面变化剧烈的

地方含有的信息量要小。但是绝大部分现有的算法对这两者都是一视同仁。

如何挖掘模型“特征”中包含的信息，也是近年来研究的热点。 

(3) 如何使机器具有智能？在网格模型方面就是要使机器具有理解模型的能力，

这方面的工作包括网格的匹配、特征识别、网格的分割，是比较前沿的工作。 

(4) 虽然处理能力在不断提高，但是为了表示复杂的曲面，所采用的多边形网格

模型可以非常复杂。如 Stanford 大学的 M. Levoy 主持的 Digital Michelangelo 

Project（[Levoy2000]），该项目通过一整套三维扫描硬件和三维重建软件，

完成了一些大型雕塑的三维数字化。原始数据库(包括 David 像)包括 100 亿

个多边形和 40,000 幅彩色图像，数据量达到了 250GB。其中的 David 像(图

1-3)，就包括 20 亿个多边形和 7,000 幅彩色图像。 

图 1-3 Digital Michelangelo 项目，左图为施工现场，右图是 2M 面片渲染的结果 
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1.1.2 网格模型的形式化描述及其相关概念 

直观的讲，多边形网格模型是由面片构成的分段线性表面，这些面片沿着

边互相粘贴在一起。多边形网格模型可以看成是 3R 空间内的 2 维流形

（2D-manifold in 3R ）。一般而言，多边形网格模型的面片都是三角形，这是多

边形网格也称作三角形网格模型（除非特殊说明，以后的论述均针对三角形网

格模型）。 

三角形网格模型 M 可以形式化的表示成三元组 ( ), ,V K P （[Hoppe1993; 

Hoppe1996]）。其中， { } 3
1 2, , , ,m iV v v v v R= " ∈ ，表示网格的各个顶点的三维几何

坐标（在[Hoppe1993]中，也成为几何实现，geometric realization）。K 是描述网

格中各点、边、面的连接关系的单纯复形（simplicial complex），它包括以下三

个组成部分：构成网格的各个顶点{ }m,,2,1 " （0-simplices），由相邻顶点 构

成的边（1-simplices），由三个顶点

{ }ji,
{ }kji ,, 构成的面（2-simplices）。图 1-4 显示

了一个网格的片段。 是描述网格除空间坐标以外的属性信息的集合，这些信

息包括：散射颜色（diffuse color）、法向方向（normals）、纹理坐标（texture 

coordinates）等连续属性（scalar attributes），也包括每个面的材质类型、渲染方

式等离散属性（discrete attributes）。一般来说 集合内的属性都是定义在

P

P K 的某

个子集上的向量函数。 

面

边

顶点

图 1-4 一个三角形网格模型的局部 

简单的说，三元组 ( 从三个不同的角度刻画了一个网格的特性，V 描

述了网格所包含的几何信息，

), ,V K P

K 描述了网格所包含的拓扑信息， 则在这两者P
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的基础上补充了除几何性质以外的一些信息。关于网格最关心的问题往往和网

格的几何信息密切相关，因此绝大部分网格的问题一般只涉及到V 和 K ，这也

是本论文研究的重点。 

下面介绍网格处理中一些常用的方法及其概念： 

图 1-5 参数化的可视化方法：(a)将一个带地球纹理的球模型显示在平面参数域上； 

(b)在一个结模型上根据参数化结果贴上棋盘状的纹理 

 

(1) 参数化：网格模型可以看成 3R 空间的二维流形，因此一种有效的处理网格

的方法是给网格上的每一个点对应一个二维的坐标值。用形式化的方法讲，

就是建立从网格模型M 到参数域 ( )2Rφ φ ⊆ 的一个一一映射 f 。显然，一般

情况下不存在一个映射 f 能够使得参数域上的几何信息（如边的长度，两条

相邻边的夹角，面的面积大小等）和原始网格上的几何信息完全相等。因此，

一般的参数化方法都是针对其中一两种几何信息进行优化，使得它们尽可能
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在参数域上和在原始网格上保持一致。参数化具有的这个特性是其的第一个

难点。其第二个难点是参数化的结果与网格的亏格（genus）有关：如果模

型的亏格大于 0，则无法建立其与平面或球面的一一对应，因此在处理此类

网格时需要对网格进行切分（成熟的工作如[Erickson2002]、[Gu2002]等），

另一方面，即使是和平面或球面同胚的网格，进行切分也能够使得参数化的

效果变好（扭曲变小）。对于完成了参数化的网格模型，一般有两种将参数

化可视化的方法：一是将网格上的拓扑、纹理等信息按照参数化的结果显示

在平面参数域上（如图 1-5(a)），另一种方法是将一张黑白相间的棋盘形纹理

按照参数化的结果贴在网格上（如图 1-5(b)）。 

(2) 几何图象：几何图象是一种基于表面参数化的概念[Gu2002]。将网格上的信

息（点的坐标、法向、颜色、纹理等）通过参数化的方法映射到一张规则的

平面区域上（一般取矩形区域），并用这个区域内的离散点来储存该信息。

得到的类似图像的二维数组称作几何图象。几何图象能够很方便用图像来存

储或处理三维的网格，是非常实用的方法（图 1-6）。 

图 1-6 几何图象，左：分割过的原始模型；中上：坐标的几何图象；中下：根据几何图象

恢复出的几何模型；右上：法向的几何图象；右下：综合中上和右上恢复出的几何模型 

 

(3) 表面拟合：表面拟合是反向工程（reverse engineering）中的概念[Varady2002]，

指用样条曲面来拟合网格模型的行为。一般来说拟合算法追求样条曲面和网
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格表面的某种几何误差（比如说网格各个顶点到样条表面对应点的距离平方

和）最小。比较成熟的表面拟合方法往往进行以下三个步骤：将模型分片成

易于拟合的片段；对每一个片段作参数化，将其映射到平面的矩形区域上，

模型上的采样点对应的参数值也就是该点在样条曲面（样条曲面的形式是参

数曲面）上对应的参数值；优化一个能量函数，使得样条曲面收敛到与网格

模型尽量接近的位置。一些扩展的算法（如[Pottmann2003]）抛弃了第二步

中的参数化方法，而在每一步迭代之后都通过求采样点到现在曲面的投影对

应的参数值作为新的参数值。曲面拟合的例子见图 1-7。 

图 1-7 曲面拟合的例子。左为原始网格模型，右为 B 样条拟合的结果 

 

(4) 网格重构与重采样：扫描得到的网格模型往往存在各种缺陷，其中包括：拓

扑结构不正确，某些地方可能会存在小的破洞；存在质量非常差的三角面片

（ 一 般 的 网 格 处 理 方 法 擅 长 处 理 类 正 三 角 形 的 面 片 ， 而 对 于

0.01≤最短边长 最长边长 的近似退化三角形面片，会严重影响算法的结果，

我们称这样的三角面片为质量很差的三角面片），甚至存在重点、重边或重

面；由于构造算法的缺陷，构造出了一些有缺陷的结构，如非常小的环、小
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毛刺等。因此，一般需要通过调整点的位置、改变网格的几何拓扑等方法来

构造和原网格差别非常小但是具有良好几何性质的网格，这一步骤称作网格

重构。目前最重要的网格重构工作主要分为各向同性的网格重构（isotropic 

remeshing）和各向异性的网格重构（anisotropic remeshing）；前者追求得到

的三角面片尽量类似于正三角形，后者追求网格的面片具有一种向着曲率变

化小的方向拉伸的效果（如图 1-8）。同样的，扫描得到的点云数据也有类似

的问题，而对点云数据的调整则成为对点云的重采样。 

图 1-8 网格重构的示意图，模型为 David 头，左：各向同性的网格重构； 

中：曲率相关的各向同性的网格重构；右：各向异性的网格重构（部分） 

 

(5) 特征提取与特征识别：在对网格的理解过程中，一项非常重要的操作是从网

格中提取并识别出特征性质，这包括脊（ridge，两边低中间高的部分）、谷

（valley，两边高中间低的部分）、凸（prong，四周低中间高的部分）等。

对特征的提取和识别体现在从网格中标记出这些特征片段，并正确的识别它

们的类型。一些初步的工作见[Ohtake2004]，图 1-9 显示了其中的结果。 

(6) 模型分割：模型分割同样是一个网格理解的概念。它特指将网格M 分成互

不相交的 块n 1 2, , , nM M M" ，其并为M 。对于其中的每一块，必须具有明

确的心理学意义。模型分割的结果的好坏取决于该分割与一般人心理学上认

同的分割是否相同。图 1-10 显示了一些模型分割的例子。 
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图 1-9 网格特征提取及识别的例子，蓝色为脊线，红色为谷线 

 

图 1-10 网格分割的例子，不同的颜色代表一个模型中不同的块 

 

1.2 几何特征的定义及其有关概念 

一般意义上来说，具有相似性的物体比较易于研究，但作为一个整体，由

于其具有的相似性，使得其本身蕴含的信息量也随之减少。在网格这个特例上，

类似平面、柱面、球面等大面积光滑表面由于具有空间平移相似性，使得其在

处理上容易的同时信息量也大大不足。换言之，在对网格的研究上，人们更加

关心那些变化剧烈的地方，利用这些被称之为特征地方体现出的几何信息来进

行网格处理，在目前国际网格研究方向上是一个潮流。在很多方面，如注册

（registration）、表面拟合（surface fitting）、网格重构（remeshing）等方面，最
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新的算法已经越来越关注特征地方所提供的几何信息。也正因为如此，特征敏

感（feature sensitive）这个词汇越来越多的出现在国际一流论文的标题里。 

一般认为，特征区域是指网格模型中曲率较大的地方。但是曲率的大小只

是一个相对的概念，特别的，当网格的尺度改变时，曲率也会随之改变。因此

特征也一般被认为是一个多尺度的概念，这与人心理学上的理解也有一定的相

似之处。在心理学意义里，当一个不是极端尖锐的特征经过了足够的放大之后，

会觉得该处是平滑的（如图 1-11）。 

特征 经过放大，特征部分

已经显得十分平滑

图 1-11 特征：多尺度的概念 

 

在几何模型的特征处理中，可以将特征分为两大类：CAD 模型中普遍存在

的极端尖锐的特征和扫描模型中存在的较平滑的特征。 

图 1-12 尖锐的边和尖锐的角点，(a)中绿线显示了尖锐的边；(b)中红色的点是角点 
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对于极端尖锐的特征，就是指不管经过多少尺度的放大，该特征仍然显示

出其固有的特征，该处的曲率为∞。这一类特征主要包括：由两片光滑曲面相

交得到的尖锐的边（sharp edge），如图 1-12(a)；和由三片以上光滑曲面相交得

到尖锐的角点（corner），如图 1-12(b)。这里的相交包含曲面自交的情况。 

对于较平滑的特征，一般存在于扫描模型当中。这里实际上将扫描模型看

成是对连续光滑曲面的离散近似，而特征则是指原连续光滑曲面上的特征，这

些特征处的曲率为有意义的实数。这一类特征主要包括：脊（ridge），两边低中

间明显突起的线；谷（valley），两边高中间明显凹陷的线；凸（prong），四周低

中间明显突起的区域。如图 1-13 所示。 

图 1-13 对 Asian Dragon 模型使用我们的特征提取及识别算法的结果； 

桔红色的是脊，蓝色的是谷，紫色的是凸 
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1.3 国际研究背景 

1.1.1 对特征的研究 

模型特征，特别是模型上的特征线，很早就被从微分几何（differential 

geometry）的角度来看待[Porteous1994]。因此，通过对几何模型表面微分信息的

分析来提取特征线，是同类研究中常用的技术。由于常用的网格或者点云模型

具有离散曲面的特征，其一阶微分不可导，因此此类技术常常通过对离散模型

进行局部的或者全局的曲面拟合，通过使用一张光滑的隐式曲面或者参数曲面

来逼近离散模型，之后通过对此光滑表面上的点求微分来分析表面的微分性质，

从而进一步提取出模型的特征线。 

此类工作中较新的且具有代表性的工作如[Ohtake2004]。简单的来说，该方

法引入了一种称之为 RBF 的全局多尺度的隐式曲面拟合方法[Ohtake2003，

Ohtake2004]。将离散表面（在他们的文章里，此表面由网格M 表示）拟合成一

张多尺度的隐式曲面 。继而通过将原始离散表面上的点F ip 向该曲面求投影得

到投影点  。估计每一个投影点 在该曲面上的两个曲率、对应的曲率方向，

以及该曲率在此方向上的导数： 

*
ip *

ip

紧接着，通过判断一条边上是否存在最大曲率的极值点（该曲率导数的过

零点）来判断这条边上是否属于特征的点。识别出所有这些属于特征的点以后，

再将距离相近的所有这些点连接起来。结果图参见图 1-9。 

这个方法由于使用了多尺度的曲面拟合方法，因此适用于进行多尺度的特

征检测。其主要缺陷在于：由于使用的曲面拟合方法是一种全局的隐式曲面拟

合方法，因此速度非常缓慢；而且由于使用了对曲率的估计和对曲率导数的估

计，会使得算法难以鲁棒（robust），同时对噪声信息过于敏感（sensitive to noise）。 

实际上，对于多数特征相关的算法，都或多或少使用了曲率的概念，往往

具有上述的第二个弱点。因此，也有一部分研究者提出了利用积分不变量

（integral invariants）来改善估计的想法[Clarenz2004a]。通过使用这些积分不变

量可以避免一些不稳定的微分算子，直接处理原始的几何信息有利于提高算法

的鲁棒性。 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )* * * * *
max max max min min max, , , , ,i i i i ik p p e p k p p e pt t *

i
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1.1.2 对特征敏感的几何处理的研究 

在目前国际主流的特征敏感问题研究中，一般的研究工作都是针对特定的

情况，通过对一些传统的算法加入一些特征敏感的算法来实现的。这里面具有

代表性的工作有： 

(1) 从体数据（volume data）中抽取特征敏感的网格[Kobbelt2001; Ju2002]。以

[Kobbelt2001]的方法为例，如图 1-14。在传统的 Marching Cubes 方法

[Lorensen1987]的基础上，使用一个曲率估计算法，对于曲率大的地方，认

为是特征相关的区域，在这些区域通过添加一些尖锐的边和角点来实现网格

的还原。这种算法能够最好的解决 CAD 模型到体数据到网格转换流水线中

特征缺失的问题。[Ju2002]省略了此算法中的曲率估计步骤，将此算法推广

到一般的扫描模型，并解决了该算法中存在的数值误差问题。 

图 1-14 [Kobbelt2001]中描述特征敏感的网格提取算法，左：Marching Cubes 方法的结果；

中：对大曲率区域添加点的结果；右：最终结果，绿色为添加的尖锐边点，红色为角点 

 

(2) 特 征 敏 感 的 网 格 重 构 方 法 [Vorsatz2001; Alliez2002; Alliez2003a; 

Alliez2003b]。这些网格重构方法的共同特征是：基于一种通用的网格重构

方法，但是在针对某个目标进行优化的时候将该区域的曲率作用于优化目标

的某个因子上（如当以边长 e为主优化目标时乘以该处高斯曲率得到 作

为最终优化目标），这样就能得到平坦——曲率低的区域网格稀疏，特征—

—曲率高的区域网格稠密的效果。选择不同的曲率作为影响因子还能够得到

不同的网格重构效果，比如说选择高斯曲率则能得到曲率相关的各向同性网

格（图 1-8 中），而选择带方向的曲率则能得到各向异性网格（图 1-8 右）。 

Gek
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(3) 特征敏感的网格滤波和光滑方法[Bajaj2003; Hildebrandt2004; Polthier2004; 

Jones2003]。这些工作的特点是在大尺度上保留网格的特征，而在小尺度上

将高频的几何信息舍弃。这样做的优点是很好的区分了特征和噪声，这方面

的工作大量的用于去噪及网格光顺算法。图 1-14 显示了这方面工作的一个

例子。 

图 1-15 特征敏感的网格滤波及网格光顺，左：原始模型； 

右三图：使用不同的滤波参数得到的不同程度的光顺结果 

 

(4) 基于特征的模型分割算法[Katz2003; Liu2004]。一般来说，模型分割算法可

以分为基于区域的分割和基于线条的分割。基于线条的分割方法要求识别出

闭合的特征曲线，用许多这样的特征曲线将模型分割成多个部分；由于这种

方法难以处理扫描模型，目前国际上前沿的文献里并不多见。另一种方法是

基于区域的分割方法，这种方法最主要的特征是定义一种根据心理学意义上

的距离，之后对网格上的每两点计算之间的距离值（由于网格常常是离散化

的，这里的距离值也常常以面片为记录的单位），再通过一个 k-近邻聚类算

法，经过反复的迭代得到最终的分块结果。这其中最为关键的步骤在于定义

心理学意义上的距离，目前主流的做法是认为此距离与两点间的测地距离

（geodesic distance）有关，并且这种测地距离的定义应该是和特征有关的，

即：应该使测地线难以通过特征区域。图 1-10 显示了目前国际上最新算法

的一些结果。这些算法仍然存在一些问题：如很多算法使用相邻面片的二面

角作为曲率估计的结果，使得结果极不鲁棒；由于要计算任意两个面片之间
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的距离值，使得面片的数目不能太多，这就需要对原始网格进行简化，最终

分片的结果极其依赖于面片简化算法，特别的，经过面片简化算法之后，较

小的特征将难以被保存，使得难以获得精细的分割结果。 

1.1.3 对于法向和特征之间关系的研究 

本篇论文描述的理论框架主要探讨了如何回避计算曲率及其导数，而通过

法向及其其他一些积分不变量来处理特征问题的一些手段。因此，有必要在这

里介绍一下近期关于法向和特征之间关系的研究工作。 

[Cohen-Steiner2004]探讨了如何更好的近似表面的问题（类似于面片简化算

法，用很少的面片逼近复杂的几何模型）。这篇文章中使用了传统的 Llody 的聚

类算法，但是在估计几何误差（优化目标）时，作者引入了曲面的法向作为一

个度量的标准。 

[Sander2002]从另一个侧面考察了法向和特征的关系。这篇文章将法向看成

是在网格表面这一二维流形上定义的一个值域在 3R 内的信号。经过他们的分析，

最终能够得到和我们的特征敏感的几何图象（第 3 章）相类似的结果。 

[Pottmann2004]第一次提出了将网格映射到 6R 空间的思想，但是这篇文章侧

重于讨论这种度量在曲面上的性质，并且只给出了一些简单的应用，对于图形

学方向的应用贡献很小。 

 

1.4 本文结构概述 

本文侧重介绍一种特征敏感的网格处理框架。 

第一部分简介了论文中可能涉及的一些相关概念，解释了论文的题目；并

描述了该研究方向目前国际上的研究背景。 

第二部分侧重于描述特征敏感的几何处理的理论框架，主要讨论了框架的

定义、该框架下几何模型具有的几何性质、以及一些实践中会遇到的问题和它

们的解决方案。 

第三部分给出了特征敏感的网格参数化算法，及其相关应用：包括几何图

象、表面拟和等。 

 19



清华大学综合论文训练 

第四部分给出了特征敏感的网格简化算法，并进一步给出了其在多尺度下

工作的算法。这一部分算法是第五部分、第六部分算法的预处理。 

第五部分介绍了特征信息提取、分类、编辑的算法。 

第六部分介绍了根据特征信息将网格分割的算法。 

第七部分总结了全文并提出未来的展望。 

由于本文涉及的内容很多，大部分实验结果随各部分给出，最后没有统一

的实验结果介绍。 
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第二章 理论框架描述 

2.1 FS 度量 

对于嵌入在 3R 中的任何一个 连续的二维流形2C Φ，对其上任何一点 ，

均存在法向

∈Φx

( ) ( )n x , n x = 1 ，可将这一点唯一的映射到 6R 空间中的点

，这里 是一个非负的常数。如果对( )( )f wx = x, n x w Φ中的每一点都做这样的映

射，则可将Φ唯一的映射成 6R 空间中的二维流形 fΦ 。通过直接测量 fΦ 上的点

在 6R 空间内的曲面距离，我们得到一种度量。我们定义此度量为 FS 度量

（fs-metric），其对应的 6R 空间称为一个 FS 空间。 

注意在 FS 度量的定义中出现了常数 ，一般来说，w定义了法向对模型几

何信息的影响程度，特别的，当取

w
0w = 时，则完全忽略法向的作用，此时 FS

度量退化为三维空间内的曲面度量，FS 空间退化为三维欧氏空间。和特征的定

义一样， 也是一个多尺度的常数，在不同的尺度意义下应该取不同的值。在

2.3 节对 的取值及其相应的意义有更为具体的分析。 

w
w

 

2.2 FS 度量的几何特性 

在这一节，我们开始讨论 FS 度量、FS 空间以及 fΦ 的几何性质。我们主要

从微分几何的角度研究它们的性质，这是我们以后各个章节的算法基础。 

首先，我们简单的描述一些已知的微分几何学知识[Do Carmo1976]和

[Pottmann2004]中的一些结果。我们首先考虑一个曲面 3RΦ∈ 的参数化表述：

。则曲面( ,u vx ) Φ上的度量由曲面的第一基本形式矩阵 ( )ijg=I 决定： 

(1) 

其中 、 分别是 对u、 的一阶导数。 ux vx x v

现在我们将法向考虑进来，考察Φ在 FS 空间内的映射 fΦ ： 

(2) 

考虑到法向的模长为 1， fΦ 被包含在 FS 空间内的圆柱： 2 2 2
4 5 6

2 2
11 12 21 22, ,u u vg g g g= = = ⋅ =x x x vx

( ) ( ) ( )( ), , ,f u v u v w u v=x x n ,

2x x x w+ + =

内。 
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考虑曲面 上的曲线：Φ ( ) ( ) ( )( ),t u t v t=c x ，其在参数平面上的表述： 

，对应的，其在 FS 空间内的曲面( ) ( ) ( )( ,t u t v t=u ) fΦ 上的表述为：  

(3) 

此时它的切向量 fc� 可以由下式算出： 

(4) 

其中： 

(5) 

是曲面 第三基本形式矩阵的组成部分。因而曲面Φ fΦ 的拥有正定的第一基

本形式矩阵： 

(6) 

现在我们考虑 FS 度量中一些更重要的性质，其中之一是 FS 度量产生的扭

曲（distortion）。考虑曲面之间的映射，从曲面Φ到曲面 fΦ 的映射被定义为：

，扭曲 （注意，扭曲是沿着方向( ) (: , ,fu v u vα x x6

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,f t u t v t w u t v t⎡ ⎤= ⎣ ⎦c x n

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
11 11 12 12 22 222f g w l u g w l uv g w l v= + + + + +c� � � � 2�

vn2 2
11 12 21 22, ,u u vl l l l= = = ⋅ =n n n

( )2 2
ij ijw g w+ = +M = I III l

) ( )λ u� ( ),u v=u� � � 定义的）定

义为： 

(7) 

可以看成是曲线在 FS 空间与三维欧氏空间中切向量的比。代入(4)式，可以

得到： 

(8) 

其中 K 和 H 分别是 在该点的高斯曲率（Gaussian curvature）和平均曲率

（mean curvature）， 是沿着方向u的方向曲率（normal curvature）。 

Φ

( )nκ u� �

考虑扭曲的绝对值，这是一个有非常明确几何意义的概念。 

映射α 的一阶微分形式Dα 也是一个 3

( )2 2: fλ =u c c� �� 2

( ) ( )2 2 21 2 nw K w Hλ κ= − +u u� �

6R R6 映射。对于Φ上一点 ，

考虑此点切平面上以此点为圆心的单位圆 ，经过映射

( ),u vx

k Dα ，k 被映射成 FS 空间

中 fΦ 上对应点 ( ),f u vx 切平面上以 ( ),f u vx 为中心的一个椭圆 fk 。长短轴长分别

为 1,2λ ，就是我们定义的“扭曲”量的绝对值。其中（ 1, 2i = ）： 

(9) 

这两个扭曲分别沿着 上Φ ( ),u vx 两个主曲率对应的两个主方向。 分别表iκ

( )2 2 21 2 1i iw K w H w2
iλ κ κ= − + = +u�
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示两个主曲率。 

反过来，从 fΦ 到 的映射Φ 1α − 也存在扭曲量的概念。单位圆 fl 同样可以通

过 1Dα − 映射回三维空间的椭圆 l。此椭圆的长短轴长分别为1 , 1,2i iλ = 。这些椭

圆的长轴瞄准小曲率的主方向，短轴则瞄准大曲率的主方向，我们使用这些椭

圆或者与这些椭圆类似的 FS 空间中的测地线来可视化 FS 空间的一些行为。通

过可视化的结果，能够看到 FS 空间中的等距线在法向变化剧烈的方向被严重折

叠。如图 2-1。 

图 2-1 FS 空间中的等距线，可以看到等距线难以穿越法向变化剧烈的地区 

 

最后，我们考虑计算 FS 空间中的面积。在 FS 度量下计算 fΦ 的面积为： 

(10) ( )2detfA w dudv= +∫ I III

化简后得到： 

(11) ( )2 2 2 4 2
1 21fA w wκ κ= + + +∫ K dA

其中 是Φ在三维空间中的面元。当 取很大值的时候，dA w fA 很大程度上决

定于 2:wA w K dA= ∫ 。换言之， fΦ 上的区域 fD 的面积与其在Φ上的对应区域

和可展平面（

D

0K = ）的背离程度密切相关。具体来说，就是当 取很大值的时

候， 上的区域 越接近平面，其在 FS 度量下的面积值就越小。 

w
Φ D
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2.3 一些实践相关的细节的讨论 

以上讨论的都是 FS 度量意义下对 连续的光滑曲面性质的讨论。它给我们

展示的直观印象是： 
2C

(1) 在 FS 度量意义下，对长度的测量和方向曲率密切相关：沿方向曲率大的地

方，长度测量结果相对较长；沿方向曲率小的地方，长度测量结果相对较短； 

(2) 在 FS 度量意义下，对面积的测量和高斯曲率密切相关：在高斯曲率大的地

方，面积测量结果相对较大；在高斯曲率小的地方，面积测量结果相对较小。 

但是在实践中，我们一般处理的模型不具有 连续的特征。特别是网格模

型，只能保证 连续性。考虑到我们处理的模型是对连续模型的离散近似，因

此我们也需要描述一些离散模型在 FS 度量下特有的性质。同时，我们还讨论了

关于常数值 取值的问题。 

2C

0C

w

2.3.1 FS 空间内的离散模型 

如同在 2.2 中描述的一样，空间 连续的光滑曲面2C Φ可以通过映射α 映射

到 FS 空间的圆柱筒 2 2 2
4 5 6

2x x x w+ + = 上。 

空间网格 可以看成是对(* , ,V K PΦ = ) Φ的分段线性近似。因此，在 FS 空间

内，我们仍然使用分段线性近似 *
fΦ 来作为 *Φ 在 FS 空间内的象。 *

fΦ 通过以下

步骤得到： 

(1) 对 中的顶点集合V ，作用映射*Φ α ，得到 FS 空间内的顶点集合 fV ； 

(2) 保持 中的拓扑关系*Φ K 和其余属性 ，仅仅用P fV 置换 V ，得到

( )* , ,f fV K PΦ = ，即为 在 FS 空间内的象。 *Φ

注意此算法中不需要将网格上的每一个点都通过α 映射到圆柱筒上，而是

仅仅将每一个顶点映射到圆柱筒上。在实践中，计算面片上某一点在 FS 空间内

的象通过对这个面片三个顶点在 FS 空间内的象的线性插值来实现。注意，计算

出的 FS 空间内的坐标后三位并不代表该点在三维空间内的法向值，甚至都不会

单位化。而由于同一个面片中的点在 FS 空间内相隔非常小的欧氏距离，因此这

样的离散化在几何处理中不会引起任何问题。 
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2.3.2 尖锐的边和尖锐的角点 

在 2.3.1 的分析中，有一个重要的前提条件，就是同一个面片中的点在 FS

空间内相隔非常小的距离。这一假设在遭遇 CAD 模型中特有的尖锐的边和尖锐

的角点的时候可能会失败。这是因为在这些区域，法向发生了跳变，在 FS 空间

里看，在这些区域里出现了巨大的空洞。我们的做法是在这些区域中人为地添

加一些点，将其长出来（blow up）。经过这样的操作，尖锐的边和尖锐的角点在

FS 空间内巨大的空洞将被一些新长出的面填补。此时，这些模型已经可以作为

正常的网格模型处理了。“长出来”操作的示意图如图 2-2 所示。 

图 2-2 对于尖锐的边和尖锐的角点所作的“长出来”操作，左上、中上：尖锐的边和尖锐

的角点；左下、中下：“长出来”之后多出了面片；右上：
3R 中的网格；右下：经过了“长

出来”操作之后投影在参数化平面上，可以看到绿色部分（锐边）已经长成了一大片区域 

 

“长出来”操作的算法流程如下： 

(1) 识别尖锐的边和尖锐的角点：对于 CAD 模型，其中包含了面片相交信息，

因此可以直接从中抽取出尖锐的边和尖锐的点，对于网格模型，由于其中没

有同类信息，因此需要手动抽取，我们使用以下几个步骤：(a)对网格模型中

的任意一条边 e，我们用鲁棒的方法计算法向在穿越它时的变化 v。对于表
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面状况良好、无强烈噪声、非常规则的模型（一般来说从 CAD 模型转换过

来的网格模型都有这种特点，也正是这种模型存在需要处理的尖锐的边和尖

锐的角），我们直接计算改边两侧的面片在这一条边上形成的二面角。在更

糟糕一些的情况，我们取边 的中点 ，求出过点m 且与 垂直的平面与网

格局部的交线，然后用两个低阶的函数（常常就是线性函数）来分别拟合点

两侧的交线，最终用这两个低阶函数在点 处法向的变化作为v值（此方

法与[Jones2003]有类似之处）。(b)用户定制阈值

e m e

m m

β ，满足 v β> 的边认为是锐

边。(c)如果发现有三条以上锐边相交于同一点，则认为该点是角点。(d)还

有一种角点称之为锥形角点（如图 2-2 中上），使用下面的方法识别：记某

点处相邻三角面片构成的二面角为 iγ ，那么当满足 ( ) ( )2 cos 2ii
γ π β<∑ 时

认为该点为角点。 

(2) 对所有的点分类：将所有的顶点分成五类——(a)一条锐边内部的顶点称为内

边点（in-path vertex）；(b)一条锐边的端点称为边端点（path-end vertex）；(c)

边界上的点称为边界点（boundary point）；(d)角点（corner），在(1)中已经得

到了叙述；(e)其余点，称为一般点（ordinary vertex）。对这五类点，(b)、(c)、

(e)均不进行任何操作，对(a)和(d)进行(3)和(4)中描述的操作。 

(3) “长出来”操作：对(2)中描述的(a)和(d)类点，均有共同特性，即在这些点

处出现了法向跳变。在(a)类点附近，存在 FS 空间内 ( ), w −x n 到 ( )的跃

迁，处理方法是将一个(a)类点分成坐标相同法向不同的 k 个点： 

, w +x n

 

其中 。在(d)类点附近，通过计算(d)类点周围面片的平均法向

来估计(d)类点顶点上的法向，这时从(d)类点周围的一些面片向(d)类点顶点

出发生法向跳变 到

0,1, 2, 1i = "

( )( ), 1i
f

w i k i
k

− +⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x x n n

k −

( ), w −x n ( ), w +x n ，使用与处理(a)类点类似的方法对每一

个面片产生 k 个点。 

(4) 将长出来的点连接起来：先讨论不包括(d)类点的情况，如果一条边原来属于

锐边，其一端点为(a)类点，另一端点为(b)或(c)类点，则将(a)类点长出来的

个点分别与另一端点相连；如果这条边的两个端点都是(a)类点，则将长出来

的点两两对应相连，连成一个矩形格（grid），再三角化可得结果，参见图

2-3(a)和图 2-2 左上和左下。对于含有(d)类点的情况，先将(d)类点视做(c)类

点处理，然后在做完上面一步后，保留(d)类点自身，并将其和其长出来的点

k
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连成一个蛛网状结构，最后将模型三角化，参见图 2-3(b)和图 2-3 中上和中

下。 

B1

B2

A1

A2

A3 D1

E1

(a) (b)

图 2-3 如何将锐边和锐角“长出来”，蓝色为长出的区域， 

虚线是三角化添加的边，顶点标示用什么字母表示是哪一种顶点， 

(a)将边 按1 1 2 3 2B A A A B 3k = 长出来；(b)将角点 按1D 4k = 长出来。 

 

2.3.3 噪声和尺度 

由于网格模型本身是对光滑模型的离散近似，因此在小尺度上，离散噪声

总是存在的，如图 2-4(a)。当然，这种噪声是可以通过使用更精细的网格逼近或

者使用更好的离散化算法来解决。除此之外，还存在一种噪声：由于扫描仪器

的精度不够，使得扫描出的结果具有不确定性的噪声；或是由于外界的干扰使

得扫描模型具有噪声，如图 2-4(b)。不管是哪一种噪声，对网格处理算法都是非

常致命的，因此现在国际上有很多学者在进行关于网格去噪和曲面光顺等方面
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的研究。取得了很多进展。 

图 2-4 网格上的噪声，(a)：从一个 CAD 模型（上）转化来的离散网格 

（下）充满了离散噪声；(b)一个充满噪声的扫描模型 

 

从某种意义上来说，噪声也可以看成是小尺度的特征。尤其是在直径 的

区域内可以认为此时识别的特征大部分都具有噪声的特点。 

3<

在我们的几何处理框架中，我们使用 来控制研究的特征尺度，一般来说，

我们取不太大的 值来抑制噪声。关于 和尺度的关系，我们在前面的章节已

经略有分析。如果 乘上方法因子

w
w w
Φ ρ ，为了保持 fΦ 被放大同样的大小，我们需

要对 也乘上w ρ ，即使用 wρ 来作为新的w值。 

在我们的实验步骤中，我们总是将模型缩放使得其恰好能装入单位正方体，

然后我们通过对特征的需求状况来决定 的值。我们在实验中发现，对于一般w
的模型及其对应的特征强度， 取值在 和 之间时绝大部分算法表现良w 0.01 0.1
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好，如 dragon 模型常常使用0.0 或者0.0 w值 在后面的图表中，我们均给

出了相应的w值。 

5 7的 。
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第三章 特征敏感的参数化方法及基于参数化的一些应用 

3.1 特征敏感的参数化方法 

不同的参数化方法能够得到不同的效果。一般来说，参数化方法尽可能的

追求两个目标：共形（conformality）和保持面积（area preservation）。前者指的

是原始流形上的角在映射到参数平面之后能够保持同样的大小；后者指的是原

始流形上的面积在映射到参数平面之后能够保持同样的大小。一般来说，这两

个目标不可能同时实现，因此一般的参数化方法总是在这两个目标之间寻求一

种平衡（tradeoff）［Clarenz2004b］。 

我们使用的方法类似于[Sander2001]中描述的 Stretch Minimization 方法，但

是我们使用 FS 度量代替三维空间的欧氏度量。算法描述如下： 

对于含参数化的三角形T ，其三顶点对应的纹理坐标 有 ，

并且它们在 FS 空间中的坐标分别是 ，则T 上纹理坐标为 的一点

对应的 FS 坐标在仿射变换意义下应该为： 

1 2 3, ,p p p ( ), ,i i is t=p

1 2 3, ,q q q ( ,s t=p )

 

其中 , ,a b c 表示三角形 的面积。一阶微分： abc

 

 

 

当把参数域上单位长度的向量映射回流形上时可能得到的在 FS 度量下最大

和最小的长度值定义为奇异值Γ、γ 。可算出： 

 

 

其中 s sa S S= ⋅ ， s tb S S= ⋅ ， tc S S

( ) ( )2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,S = + +p p p p q p p p q p p p q p p p

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 2 3 1 3 1 2 2sS t t t t t t= − + − + −p q q q A

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 2 3 1 3 1 2 2tS s s s s s s= − + − + −p q q q A

( )( ) ( )( )( )1 2 3 2 1 3 1 3 1 2 1, , 2A s s t t s s t t= = − − − − −p p p

( ) ( )( )2 21 2 4a c a c bΓ = + + − +

( ) ( )( )2 21 2 4a c a c bγ = + − − +

t= ⋅ ，这可以通过计算 Jacobian 矩阵[ , ]s tS S

的最大最小奇异值得到。根据这两个值，我们定义T 上的 Stretch 形式： 

 

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2L T a cγ= Γ + = +

( )L T∞ = Γ
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对于整个网格M ，定义： 

 

 

其中 ( )iA T′ 表示 在 FS 度量下的面积。我们对iT ( )2L M 或者 做优化，

使得其最小，得到的就是 stretch minimization 的结果。考虑到优化结果无法直接

解方程得到。因此我们使用以下步骤： 

( )L M∞

( ) ( )( ) ( ) ( )22 2

i i

i i
T M T M

iL M L T A T A
∈ ∈

′ ′= ∑ ∑
(

T

) ( )max
i

iT M
L M L∞ ∞

∈
= T

(1) 对网格赋一种初始的参数化结果。 

(2) 对每一个顶点 v做如下操作：固定其余顶点，对顶点 选择一个随机的参数

域上的方向

v

( ),s t ，令 v的参数值在此方向上移动，使得与 相邻的三角形的

stretch 值减小（从而网格的总 stretch 值也随之减小）。 

v

(3) 重复(2)，直到足够多步，或直到 stretch 值减小到某一个范围。 

我们的结果如图 3-1 所示。 

图 3-1 显示了 Maxplanck 模型使用我们的特征敏感的参数化方法得到的结

果，从左到右分别是参数 取 0, 时参数化的结果，从网格上打出的棋盘

格纹理可以看出，参数化结果沿着曲率大的方向增长变慢了。这样的参数化结

果的优势在于：其在特征区域得到了更大的参数域，因此使得一些特征相关的

后续操作具有特征敏感的特性。 

w 0.2,0.4

图 3-1 Maxplanck 模型上特征敏感的参数化结果，从左向右 分别取  w 0,0.2,0.4
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3.2 特征敏感的几何图象 

几何图象是[Gu2002]提出的新概念，特指通过分片、参数化等方法将网格模

型映射到矩形参数域上，通过类似图像的方法将几何信息离散化的概念。 

我们的特征敏感的几何图象使用了与[Gu2002]一样的方法，其主要算法流程

如下： 

表 3-1 几何图象的算法流程伪代码 

 

所不同的是，我们使用特征敏感的 stretch minimization 参数化算法来替代原

文中的 geometric-stretch 参数化算法。 

我们对一个暴龙的玩具扫描模型做 65*65 分辨率的几何图象，分别使用不含

特征敏感的和含有特征敏感的算法；然后我们从结果还原出网格，绘制出来进

行对比。最终结果如图 3-3 所示。图 3-3 左侧是不使用特征敏感算法得到的几何

图象，下面是对其手爪及脚爪等特征部位的放大，可以看出在这样低的采样率
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下，其手爪和脚爪已经产生了很大的失真（尖端变得极其尖锐）。图 3-3 右侧是

使用了特征敏感算法得到的几何图象，下面是对其同样部位的放大，可以看到

经过使用特征敏感的几何图象算法在同样的采样率下还原出的网格尽可能多的

保留了特征出的几何信息。当然，保留更多特征区域的信息意味着保留的平滑

区域的信息量减少，但是很显然的，这样的减少对于我们的显示结果几乎没有

任何影响，相反的，特征区域信息量的减少将会使得还原的结果变坏的很厉害，

产生严重失真。 

图 3-3 特征敏感的几何图象，左：65x65 采样的不带特征敏感的几何图象， 

右：65x65 的特征敏感的几何图象，可以看到其更好的保留了特征区域 

 

3.3 特征敏感的表面拟合 

表面拟合方法指的是用样条曲面——通常是 B 样条、Nurbs 样条曲面等参数

曲面 ( ),u vΩ 来拟合表面 。一般的做法[Varady2002]分为以下几个步骤： Φ

(1) 对模型表面进行参数化，使得产生网格模型M 到参数区域 的映射 D

(2) 给出以初始的参数曲面，它是控制顶点由控制顶点 ( ),i jc 控制的的函数
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( ),u vΩ 。一般的说，B 样条、Nurbs 样条等规则样条曲面通常具有 个控

制顶点，这些控制顶点控制了样条曲面的形状。我们下面的步骤就是对某个

目标优化这些控制顶点的位置。 

n m×

(3) 在网格M 上随机的取一些采样点（很多时候直接去顶点集作为采样点集），

构成采样点集 ( )iP = p ，其对应的参数域内的集合 ( )iQ = q ，此时最小二乘

（least square）目标函数： 

 

(4) 上述方程中只有控制顶点 ( ),i jc 为不确定量，且其初始值在(2)中已经确定，

因此可以使用迭代的方法优化最小二乘误差 Err 。我们使用的是高斯牛顿迭

代法。 

在我们的特征敏感的表面拟合方法中，我们在第一步中使用了特征敏感的

stretch minimization 方法作为参数化方法，在第(3)步中，用 ( )iΩ q 和点 在 FS

空间中的欧氏距离来替代

ip
3R 空间内的距离，即优化目标为： 

 

( ) ( )( )2
i i

i
Err Ω = Ω −∑ q p

( ) ( )( )2

f f i
i

Err Ω = Ω −∑ q pi

图 3-4 特征敏感的表面拟合，左：传统方法的拟合结果，中右：特征敏感的拟合结果 
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30 20×图 3-4 显示了我们对于人脸模型进行表面拟合的结果，拟合的目标是

控制顶点 B 样条曲面的。左图为使用传统的拟合方法得到的拟合结果，可以看

到在嘴、眼睛等特征区域，拟合效果非常的差，拟合的结果显得非常粗糙。中

图为使用特征敏感的拟合方法得到的结果，可以看到眼睛、嘴巴等特征区域得

到了很好的保留，右图显示了拟合结果的控制顶点。 

和特征敏感的几何图象一样，由于使用特征敏感的参数化方法，使得特征区

域拥有了很大的参数区域，这使得在拟合的时候，更多的控制顶点被分配到了

这些区域，因此拟合的结果更能体现特征区域的细节。同样的，这样做的代价

是使得分配到平滑区域的控制顶点变少，但是对于参数曲面来说，只需要很少

的顶点就能够非常好的拟合平滑的区域。结果图也可以看出，我们的算法对平

滑区域的影响微乎其微。 
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第四章 特征敏感的网格重构算法 

4.1 特征敏感的网格重构算法 

由于很多后续的应用都依赖于形状规则的网格，特别的，我们更加需要一种

在 FS 空间内各向同性的网格。我们以 FS 度量下边长相等为优化目标。由于 FS

空间的一些特殊的性质，使得无法直接使用 FS 度量代替 3R 空间内的欧氏度量使

用传统网格构造方法。经过试验，我们最终选择了基于粒子运动的网格重构方

法，其主要流程如下： 

(1) 初始化，在网格上较为随机的分布一些点。 

(2) 将这些点看成粒子，对粒子之间定义一种距离相关的斥力，反复迭代，直到

收敛到一个平衡的位置（每个粒子所受的总斥力约为 0）。 

(3) 将这些顶点连接起正确的拓扑关系 

下面将详细的介绍其中每一步，并在最后给出提高算法速度的一些优化方

法，最后给出一些结果。 

4.1.1 误差扩散（Error Diffusion）分布初始点 

我们使用误差扩散算法（Error Diffusion）[Alliez2003b]来分布初始点。其用

处在于尽可能好的取得一个均匀的分布，我们使用的误差扩散算法大致流程如

下： 

(1) 计算网格在 FS 空间中的总表面积 ，对网格中面积为 的面赋初始概率值S iS

i ip n S S= ，其中 表示要采样的点数，随机取一个面 作为开始面； n kT

(2) 从面 开始。在面 内随机取kT kT [ ]kp 个点，并用 kp 的小数部分替代 kp 。取一

个随机数 ，若 ，则在这一个面内再随机取一个点，产生误差值

；若 ，则认为这个面内再也没有点了，同时产生误差值

。 

r kr p<

1 kErr p= − kr p≥

kErr p=

(3) 将误差值平均的扩散到与 相邻的同时没有被操作过的面。即：对这些面，

分别在他们的概率值上加上

kT

Err d ，其中 表示一共有几个这样的面。如图

4-1 所示。 

d
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(4) 标记面 为已经操作过的面，从与 相邻的且没有操作过的面中选出一个作

为新的 ，转 2。此循环直到所有的面均被操作过。 
kT kT

kT

图 4-1 Error Diffusion 示意图 

 

由于最后的网格重构算法不需要顶点数非常精确，因此使用这种无拓扑检

查的误差扩散算法即可。如果需要顶点数非常精确，可是使用带拓扑检查的误

差扩散算法，具体见[Alliez2003b]。 

 

4.1.2 粒子分布 

我们考虑一个带静电的金属体。其表面自由电子带同种电荷。可以想象，

经过自然运动之后，最终表面的所有自由电子达到平衡态，每一个自由电子所

受的总斥力为 0，此时该金属表面的自由电子也大概一个非常均匀的分布。 

这种思想在[Witkin1994]中被用于处理点采样的问题——使用斥力平衡模式

使得二维流形上的粒子最终达到均匀的空间分布。我们的算法采用了类似的方

法。 

定义两点之间的弹性能量函数： 

 

 

其中 为点 与点,i jr iv jv 在 FS 空间中的欧氏距离，σ 则是一个全局一致的常

量，经验的取成： ( ) (

2,
,

2exp
2

i j
i jE

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r

)0.3 surface area number of particles [Witkin1994]。 

这样总能量函数： 
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为了优化这个能量函数，即使得其最小。我们可以求出它对于每一个粒子

的一阶导数，乘以常系数则成为粒子应该移动的距离： 

 

 

α 是一个步长控制常数。在[Witkin1994]中取值为 6，但是我们发现在 FS 空

间中这个值过大，因此我们经验的取 3.0α = ，在绝大部分应用中。 

这样我们的方法就是采取迭代的步骤，在每一步中，用 i

2,

2
1 1 1

exp
2

i jn n n
i

i i j

E E
σ= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑
r

2,
,

2
1 1

exp
2

i jn n
i i j

i j

α
σ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑
r

P r

i+v P 替代 ，对每

一个顶点都这样进行。迭代一些步（经验的 50～100 步）之后停止。最终能够

得到 FS 空间内均匀分布的粒子。 

iv

 

4.1.3 连接正确的拓扑关系 

由于已经有了合理的粒子分布 ，现在我们只需要把粒子用正确的拓扑关

系连接起来，需要注意，我们的结果应该拥有和原始网格

P

M 类似的特点。我们

的主要流程如下： 

(1) 在原始模型M 上随机取一点 ，取它的一个邻域 ，使得这个邻域内

的所有点到 的 FS 度量下的测地距离（geodesic distance）小于一个常数值

l（一般的，初始的 l设置为估计的目标网格边长的 20 倍）。测地距离以及邻

域的计算方法在 4.1.4 中会有详细的介绍。 

kv kGeod

kv

(2) 对 做映射到圆参数域上的 Conformal 参数化[Gu2003]，这样我们得到

在点 附近的一个局部参数化。这一步中，如果 存在不是亏格为 0 的

平面，则

kGeod

kv kGeod

2l l→ ，若 小于某个小值（取估计的目标网格边长的 2-3 倍），则

认为点 附近有很坏的拓扑性质，放弃 点；否则转(1)。 

l

kv kv

(3) 将 内的所有粒子映射到参数平面上。如果它们中的一些已经存在拓扑

连接关系，则映射时保持这些关系。以这些关系为常量，在参数平面上做带

常量约束的 Delaunay 三角化（Constraint Delaunay）[GeometryFactory2004]，

取 内中心周围

kGeod

kGeod 2l 区域内的连接关系，记录下来作为粒子间的拓扑连
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接关系。 

(4) 重复(1)～(3)直到所有的点均做完。 

由于进行的是局部的参数化，而且采用的是 Conformal 性质的参数化方法，

再加上粒子本身已经按几乎完全均匀的方式分布好了，因此在参数域上的

Delaunay 结果与在流形M 上的结果非常接近。Delaunay 结果只保留中心部分是

因为在这一部分发生的形变最小，效果也最好。 

参数域上带常量约束的 Delaunay 三角化我们使用 CAGL 库完成，示意图见

图 4-2，图中红点为粒子，蓝色的部分为约束的常量，黑色的线是最终三角化的

结果。 

图 4-2 带常量约束的 Delaunay 三角化 

 

4.1.4 测地距离 

上述算法在一些简单模型上能够顺利通过，但是在很多扫描模型上会失败。

这是因为很多扫描模型存在大量高频噪声，因此会使得直接计算 FS 度量下的欧

氏距离失效。如图 4-3 所示，直观的理解，点 A 到点 B 的距离应该比点 A 到点
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C 的距离要小。但是由于高频噪声的存在，点 A 和点 C 的法向差别不大，使得

在度量欧氏距离的时候产生 AC AB< 的效果。这可以理解为由于空间中多出了

三个维度，原始模型在空间中的那三个维度上被折叠来起来，计算折叠的距离

使得有可能产生某些点在多出的三个维度上“抄近路”的现象，显然与实际情

况有很大的偏差。 

A B C

图 4-3 高频噪声导致的欧氏距离失真 

 

对于这样的情况，我们的解决方案是使用测地线距离（geodesic distance）

来替代欧氏距离，这样得到的结果与直观相符。比如在图 4-3 中，点 A 到点 C

的测地线经过了点 B 所在的面片，因此必然在法向的三个维度上也产生很大的

值，这样就不会产生背离。 

我们使用的测地线计算算法来自[Surazhsky2005]。这种算法通过一种类似广

度优先的算法，计算出从一点出发，到网格上每一个顶点的近似值和近似角度，

然后对于每一条边将初始点“展平”在该边所在的面片上进行计算。这种方法

具有近似 的复杂度和较为准确的结果。 ( )O n

我们也使用了这种方法来计算邻域。从一点出发，计算各顶点的近似距离，

当该距离大于邻域半径 时则放弃。 l

一个这种方法的结果参见图 2-1，是使用这种测地线计算方法在一个非常密

的网格上算出来的。 
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4.1.5 性能优化 

对于我们的算法，能够获得质量非常好的在 FS 空间内各向同性的网格，但

是其速度非常慢，因此我们做了一系列的优化措施： 

(1) 在粒子分布、估计斥力的步骤时，只计算离该点在 3R 空间中距离最近的 10～

20 个点的斥力值。考虑到斥力的大小是按照指数衰减的，因此基本上距离

该点距离由近到远在 10～20 位的点所产生的斥力只有据该点最近的点产生

斥力的 ，可以认为忽略不计。在实际编程过程中，我们使用[Mount1998]

提供的 ANN 搜索树数据结构来索引最近点。 

810−

(2) 在粒子分布、估计斥力的步骤时，计算测地距离花费了大量的时间。一种优

化的方法是先进行一次简单的区域判定。我们计算每一条边对应的二面角的

大小，当小于某一个域值时，认为这两个面片都是噪声区。之后我们令噪声

区域中的每一个面片向外扩张 层，经验的，k 3 5k = ∼ ，将所有的这些涉及

的面都归为噪声区。之后对于求斥力的两个点有一个在这些面上，则计算他

们的测地距离，否则直接计算 FS 度量下的欧氏距离。跟进一步的优化，对

于噪声较少的模型，我们可以储存一部分预先计算好的噪声区域的测地线相

关量，当计算测地线距离的时候，直接使用这些量加速算法。 

(3) 斥力算法有一个固有的缺陷，如图 4-4，即如果两个点靠得非常近，那么立

刻会产生一个很强的斥力将他们推开（左图）；但是如果模型中出现了空洞

（右图），由于产生的向心力非常小，使得收敛的速度趋于缓慢。 

图 4-4 斥力算法的固有缺陷，左：两个点非常近的情况；右：出现空洞的情况 
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对这种情况，我们的加速方法是再经过一定步数的初始迭代之后（一般取

10 步左右），则选择一个原始网格M 上的测试集 （当原始网格T M 顶点较

多时，T 就取M 顶点的集合，否则，T 取M 顶点以及各面片细分产生的点

的集合），对T 内每个元素 t ，若已有粒子中距离 t 最近的粒子在 FS 度量下

测地距离 ，其中 d 是估计的邻近粒子间的距离，则添加 t 为粒子。一

般来说，只需要进行这样的操作一遍就可以大大的加快收敛的速度。 

0.7d>

图 4-5 网格重构的结果，上：龙头；左下：龙身；右下：Maxplanck 头 
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4.1.6 结果分析 

图 4-5、4-6 显示了一些网格重构的结果。 

图 4-6 Armadillo 模型的重构结果，左：耳朵的细节；右：脸的细节 

可以从图上看出，在 3R 的意义下，重构得到的网格具有各向异性的效果。

在特征附近的三角面片均沿着特征方向被拉长了。同时在平坦区域，重构得到

的网格中的三角形非常接近于正三角形。 

图 4-7 特征敏感的点云重采样，左：原始点云；中：重采样的点云；右：渲染结果 
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图 4-7 显示了使用同样的采样方式作用于点云的结果。我们估计一个局部曲

面拟合，使用 MLS（Moving Least Squares）的方法，然后运用同样的技巧得到

结果。可以看到采样出来的点在特征附近显得尤其密集，特别的，能看到模型

零件右边上的“1-S”的字样。 

 

4.2 多分辨的网格重构算法 

在 4.1 的基础上，我们扩展了多分辨的网格重构算法。在很多应用中，如网

格分割，需要使用不同规模的网格。因此多分辨的网格重构算法显得重要。我

们引入的多分辨网格重构算法流程如下： 

(1) 在网格M 上，首先进行 4.1 中描述的网格重构算法，得到 个顶点的重构后

的网格 。 

n

1K

(2) 对 做细分，在 的每一条边上取中点，将一个三角形分成 4 个小三角形，

并将这些点向

1K 1K

M 做投影，得到网格 *
2K ，此网格含有 个顶点。 4n

(3) 对 *
2K ，在保持拓扑不变的情况下，进行 4.1 中的粒子分布操作。一般来说，

迭代 10 次左右即可得到最终结果 。 2K

(4) 如果需要做更多顶点的网格重构，重复步骤(2)(3)即可。 

我们的多分辨网格重构算法的结果如下： 

图 4-8 bunny 模型 2 层分辨率特征敏感的网格重构，左：2K 个顶点；右：8K 个顶点 
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图 4-9 Armadillo 模型 2 层分辨率特征敏感的网格重构，左：5K 个顶点；右：20K 个顶点 

 

图 4-8 和图 4-9 分别演示了不同的模型使用多分辨率网格重构的结果。 
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第五章 特征提取、识别及编辑 

根据第四章的内容，任何一个网格模型都能被重构成 FS 空间内各向同性的

网格，我们利用这样的性质来进行特征提取和识别，并基于特征提取和识别的

结果进行特征编辑。在 FS 空间内各向同性的网格可以看成各个方向上均匀一致

的离散结果，因此我们可以在其上进行形态学（morphology）操作[Heijmans1994; 

Rossl2000]，我们利用这些操作来快速、鲁棒的处理网格上的特征。 

5.1 特征的提取 

如图 5-1 所示，我们使用以下三个步骤来提取特征区域： 

(1) 对网格模型作用一个特征滤波器，标识大概的特征区域； 

(2) 用一些形态学的算法来提高识别的结果，并求出特征区域的中轴线

（skeleton）； 

(3) 对区域的边界以及中轴线使用平滑算法，使得区域边界看起来较光滑。 

图 5-1 特征提取的步骤，(a)：滤波的结果；(b)：对(a)进行闭操作的结果； 

(c)对边界和中轴线光滑的结果；(d)：最终识别结果及其中轴线 

 46



清华大学综合论文训练 

5.1.1 特征滤波 

绝大多数网格滤波操作都基于对曲率、曲率的导数等微分量进行，因此这

些操作通常需要对网格进行曲面拟合再来求解，速度较慢。同时，由于使用了

过多的微分量，使得结果较不鲁棒。我们的算法的主要想法是利用 FS 空间内各

项同性的网格本身的性质，提供一种容易、快速的使用积分不变量的算法，这

种算法能够大大的提高特征识别的速度并且较为鲁棒。 

对于网格上一点 ，定义以 为中心，r 为半径的 FS 度量下的测地邻域（参

见 4.1.4 以及[Zelinka2004]）为

v v

( ),C rv 。我们定义 为从中心 到 边界

的在

mind v ( ,C rv )
3R 欧氏度量下的最短距离，显然的，这一距离应该和该点处的最大方向曲

率有关。我们通过它来估计这一点处最大方向曲率 maxκ ： 

 

这里避免了微分算子，因此 maxκ 为一积分不变量。我们可以通过度量 来

决定该区域是否是特征。 
mind

除了度量点 处的最大方向曲率，我们还引入另一个量v comf 来辅助判断。定

义： 

 

其中 A和 L 分别是 3R 欧氏度量下测量出的 ( ),C rv 的面积和周长。这个值度

量了 和( ),C rv 3R 中的圆的接近程度。一般的总有 ( )1 4comf π≤ ，等号当且仅当

为圆时成立。显然，这个值对于判断谷线、脊线等具有方向性的特征时

特别有优势，因为在这些地方，三角面片都向着特征延伸的方向拉长，特征越

明显，则该三角面片越不接近于正三角形，

( ,C rv

2 2
min max1d r w κ= +

2
comf A L=

)

comf 的测量就越准。图 5-2 显示了 comf

在取不同的邻域大小时得到的滤波结果，偏红色表示 comf 大，该处邻域接近圆，

偏蓝色表示 comf 小，该处邻域不接近圆。从图中也可以看到，当取半径较大的邻

域时，计算结果更为鲁棒。实验中，我们也是取的大小为 3 倍 FS 度量下的平均

边长作为邻域半径。 

对于凸的顶部各点，由于其在各个方向上的曲率都很大，因此在对它们计

算 comf 的时候也会得到很大的值，这是我们引入 ( ),C rv 3R 欧氏度量下的面积在

A作为对此种情况的约束条件。 

我们的算法如下： 
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给出一些域值 ， iT

(1) 如果 ，转(2)，否则认为该点不是特征点； min 1d < T

(2) 如果 2comf T< ，则认为该点是特征点（谷、脊及部分凸），否则转(3)； 

(3) 如果 ，则认为该点是特征点（一般为凸的顶点），否则认为不是。 3A T<

域值 针对不同的模型有不同的取值。一般来说，我们让用户选择一些特征

区域和一些非特征区域，计算 、

iT

mind comf 和 A，然后从中学习出一个可以用的域

值。 

图 5-2 comf 值，(a)：取 1 倍边长为邻域半径；(b)：取 2 倍边长为邻域半径；(c)：取 3 倍边

长为邻域半径，可看到 3 倍边长时结果较为均匀准确，噪声少 
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5.1.2 形态学操作 

我们使用形态学操作来使得滤波的结果更加鲁棒。形态学的概念是针对各向

同性的离散 2 维平面提出的概念，常用于图像处理。由于我们拥有 FS 空间内各

向同性的网格，因此我们可以将形态学的概念运用到二维流形上。形态学中向

各个方向增长 1，对应在网格上就是从一点出发沿着与这一点相连的所有边增长

1。 

形态学的一些具体做法参见[Heijmans1994; Vincent1989]，其在二维流形上的

一些初步研究参见[Rossl2000]。图 5-3 演示了一些图像处理方面形态学的应用，

从(a)到(d)对黑色区域分别作了腐蚀（dilation）、膨胀（erosion）、开操作（opening）、

闭操作（closing）。 

图 5-3 图像处理方面形态学的应用 
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能够看到图 5-3 中的闭操作实现了将黑色区域中的白色小块去除的效果。由

于在特征提取方面，我们发现滤波的结果中特征区域中常常夹杂一些噪声小块，

因此，我们对该结果进行二维流形上的形态学闭操作。得到的结果如图 5-4 所示。 

图 5-4 闭操作的结果，左：为进行闭操作时；右：进行一次闭操作 

 

同样的，我们也使用形态学的方法来提取特征区域的中轴线（skeleton）。提

取出的中轴线在特征的分类和编辑中意义重大。这里有一个算法细节，在进行

形态学提取中轴线操作的时候，有可能因为边上的小“刺”造成中轴线出现小

毛刺，在实际使用的时候，需要将这些小毛刺过滤掉。 

现在我们得到了特征区域和每个特征区域的中轴线，但是它们还都是离散在

网格的边上的一些线段。我们需要使用一个光顺算法使得它们看起来平滑一些。 

 

5.1.3 特征敏感的多边形光顺算法 

对网格的边界光顺。设 1, n f∈Φx x" 是一闭的多边形序列 。我们使用

流形上的样条[Hofer2004]来优化一个能量函数： 
1n+ =x 1x

 

 

λ是张力系数。从而其一阶微分为： 

 

( ) (2 2
1 1 1

1 2
2 i i i i i

i

F λ+ − +
⎡ ⎤= + − + −⎣ ⎦∑ x x x x x )

4 2
j j

j

F λ∂ = Δ − Δ∂ x xx
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为了优化 ，我们使用以下步骤： F

(1) 在点 jx 处，计算负梯度向量 4 2
j j jλ= −Δ + Δv x x ； 

(2) 计算 fΦ 上点 jx 处的切平面内 jv 的垂直投影 jt ； 

(3) 将 j js+x t 投影在 fΦ 上并替代 jx ，其中 s是步长控制参数。 

使用迭代的方法反复以上三步，一般来说我们约做 10 步左右。过少的迭代

步数不能达到好的效果，过多的步数则有可能造成多边形向内收缩的趋势。对

于步长参数 的控制法则参照[Kelly1999]中描述的 Armijo 法则。s 6R 空间内的投

影算法使用[Mount1998]中描述的算法。 

对于空间的开多边形，同样可以用类似的算法。 

光顺后的结果如图 5-5 所示。 

图 5-5 经过了光顺的特征边界及骨架（中轴线） 

 

5.2 特征的分类识别 

    我们考虑扫描模型中存在最多的 3 种特征：谷线、脊线和凸。前两者可以

看成同一类，均属于线状的特征，最后一种属于区域状的特征。我们依次介绍

它们的识别方法。最后，我们介绍实验中遇到的一些复杂的情况。 
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5.2.1 谷线和脊线 

谷线和脊线的特点是它们总是线状的。也即，它们的骨架 s总是与边界符合

得较好。我们计算骨架率（skeleton ratio）： 

 

其中 sl 和 分别表示骨架和边界在bl
3R 空间中的长度。对于谷线和脊线，骨架

率应该近似 0.5，对于其它形状的特征，骨架率将远离此值。我们定制一个域值

skelT ，当 0.5skel skelr − <

:skel s br l l=

T 时识别此特征区域为谷线或脊线。如图 5-6。 

进一步的，我们可以算出区域的平均厚度 sA lθ = ，其中 A是特征区域在三

维空间中的面积。这个值可以认为就是该特征的最小曲率半径。 

图 5-6 特征区域和它的骨架，骨架长度约为边界长的一半 

 

当识别出特征为谷线或者脊线后，我们需要计算它到底是属于哪一种特征。

对于 上的每一个点 ，通过做过这一点且与 s垂直的平面，判断其与网格模型

的交线是内弯还是外弯来决定此点属于谷线或者脊线。 

s ip

需要注意的是， 上有可能不是所有的点都属于同一种类型，一般的，我们

认为有多于80%的点属于同一种类型则判定此特征属于这种类型。否则，我们

使用一种递归的切割算法，具体的讨论见 5.2.3。 

s
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5.2.2 凸 

一个理想的凸应该是一个类圆形，并且拥有一个几乎不存在的骨架。但是，

由于存在种种误差，使得凸的骨架常常呈现不规则的星形。如图 5-7。 

图 5-7 区域的骨架，左：完美的圆骨架为圆心一点； 

右：由于存在小突起，使得骨架呈现出星形 

 

这时我们使用另外的判别准则。注意到在欧氏空间中，凸的面积相对于其周

长来说很大。从而我们计算： 

 

注意当区域为平面上的圆时 1prongr = ，而对于凸结构来说， 。因此

我们定制一个域值 ，当

1prongr �

prongT prong prongr T< 时识别此特征区域为凸。 

对于识别出的凸区域，我们希望能够找到它的尖点。这一点我们借助 5.1.1

中的准则(1)和(3)，寻找一个顶点，与它相连的每一个面片都尽可能的符合这两

个准则。 

 

( )2: 2prong br l Aπ=

5.2.3 用于增强分类结果的切割方法 

5.2.1 和 5.2.2 描述了在理想状况下如何识别特征的算法。理想情况下，我们

先识别一个特征是否是谷或者是脊，是的话将它们具体的识别出来，否则识别

是不是凸。但是在实际使用中，并不常常遇到理想状况，很多时候，多种不同

的特征被粘在了一起。 
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我们的做法是引入了一种递归的切割算法如下： 

(1) 进行特征识别，如果识别成功，则退出，否则转(2)； 

(2) 对特征的骨架做切割，使得每一个切割的骨架片段具有超过 的点属于同

一种（谷或脊）； 

80%

(3) 使用过切割点且与骨架垂直的直线将特征区域分成许多子区域； 

(4) 对每个区域，转(1)。 

经过我们的分割算法，我们发现绝大部分的特征都能够得到正确的识别。 

图 5-8 Lucy 模型的特征提取识别结果 
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5.2.4 结果分析 

图 1-13 给出了 Asian Dragon 模型的识别结果，图 5-9 是其局部放大，图 5-8

给出了 Lucy 模型的识别结果。结果图中桔红色的表示脊线，蓝色的为谷线，紫

色的为凸。 

由于尽可能的使用了积分不变量以及一些离散的计算方法，因此我们的算法

速度上具有很大的优势。以 Lucy 模型为例，我们的算法将 Lucy 模型从 500K 个

顶点重构到 120K 顶点的规模，花了不到 10 分钟，之后做特征的提取、识别，

花了 2 分钟。而在处理同样规模的模型时，[Ohtake2004]算法需要的时间为数小

时。 

图 5-9 Asian Dragon 模型 

 

5.3 基于特征分类的特征编辑 

一般的特征编辑算法侧重于直接对网格上的所有特征进行编辑，这样的一个
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劣势是经过这样的编辑，所有的特征都遭到了改变，非特征区域也或多或少的

会受到影响。 

我们提出了一种基于特征分类的特征编辑，即：在特征分类的结果上对特定

特征进行编辑。这样的做法符合人的理解习惯，且不会对非特征区域产生影响。 

对于凸特征，我们通过改变其顶点坐标并固定边界区域，加上优化一个能量

函数来编辑。我们使用了[Botsch2004]中描述的算法。对于谷线和脊线，我们改

变它们的骨架位置、固定边界区域，优化一个能量函数，具体的方法来自

[Singh1998]。 

图 5-10 对凸特征的编辑，上：拉伸；下：压缩 

 

对凸特征编辑的结果参见图 5-10，上为对凸特征的拉长效果，下为对凸特征

的缩短效果。对脊线的编辑效果参见图 5-11，左为原始 Lucy 模型，右为将脊线

向上“拽起”得到的锐化模型。 
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图 5-11 锐化的效果，左：原始 Lucy 模型；右：锐化后的模型 
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第六章 网格分割算法 

6.1 算法框架描述 

我们使用 FS 空间内的各向同性网格重构算法（第四章中描述的）简化原始

网格。对新网格使用与[Katz2003; Liu2004]类似的算法框架。另外我们使用了多

分辨的网格结构，这在 6.3 中得到讨论。 

总的来说，我们的算法框架如下： 

(1) 对简化过的网格，预计算三角面片之间的距离。计算的方式具体在 6.2 中描

述。这个距离应该是一个包含了 3R 中测地距离、曲率相关的测地距离和纹

理相关的距离的一个综合体。 

(2) 选择一些初始的种子。种子的个数可以由人工指定或者根据[Katz2003]中的

估计算法计算得到。种子的位置可以由人工指定或者随机的选择一些三角面

片。 

(3) 对每一个三角面片，将其归为距其最近的种子点所在的聚类。 

(4) 对每个聚类，种子点 更新成使得： ir

 

最小的面片。 

( )
( )

,
i i

i
r f Region r

D f r
∈

∑ ∑

(5) 迭代(3)和(4)，直到若干步，或达到一个稳定值（种子不再变化）。一般的，

迭代约 10 步左右就已足够。 

(6) 对每个聚类的边界，进行 5.1.3 中描述的边界光顺算法，使得最终的结果具

有边界光滑的特点。 

这个算法框架中最重要的是距离值的定义，在 6.2 中我们详细分析了这个问

题。 

 

6.2 距离计算 

一般的，我们认为有三个量影响距离： 3R 中测地距离、曲率相关的测地距
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离和纹理相关的距离。我们首先定义相邻面片之间的距离函数 ( ),geod i jD f f 、

( ),curv i jD f f 、 ，然后使用 Dijkstra 算法将计算出面片两两之间的距

离。 
( ,texture i jD f f )

相邻面片之间的距离函数定义如下： 

 

 

 

其中 、 均为常数，一般的，我们取1c 2c 10.1 0.2c≤ ≤ ， 20.7 0.9c≤ ≤ 。 

相邻面的测地线距离 ( ),geod i jD f f 定义为两个面片重心分别到其公共边中点

距离之和（ 3R 欧氏度量下）。 

为了计算其它两种面积，我们定义网格上每一个点的扭曲度。对一个顶点 ，

我们选取 周围的 环邻域（一般的，

v
v r 1r = 或 2r = ）来近似的逼近 FS 度量下的

测地邻域。计算(9)式定义的两个扭曲值 minλ 、 maxλ 及其对应方向 、 。实

际计算中，使用邻域边界点到 v最近和最远的两个点（距离为

mind maxd

minΔ 和 ），估

计

maxΔ

min min lλ = Δ ， max max lλ = Δ ，其中 l是在 FS 度量下测地邻域的半径，为一常数。

为直接连接 到距离其最近点得到， 取其正交方向。 mind v maxd

如图 6-1(a)，我们定义： 

 

从而定义： 

 

 

其中η是一个控制谷和脊影响力的因子。从心理学观点来看，谷线比脊线具

有更强烈的分割效果。因此当 if 、 jf 之间凹时，η取 1.0，反之，则取一个比较

小的值，比如说0.1 0.2η≤ ≤ 。G 则是一个非线性映射，它在特征明显的区域放

大了特征的作用，而在特征不明显的区域抑制了特征的作用。在实验中，我们

取： 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

2

1 2

, ,

,

1 ,

i j geod i j geod

curv i j curv

texture i j texture

D f f c D f f D

c D f f D

c c D f f D

= ⋅

+ ⋅

+ − − ⋅

( )min min max max
1,2

1
2

i i i i
e e

i
λ λ λ

=

= +∑ d d ⋅n

( ) 1, 1curv i j
e

D f f Gη
λ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ( )1 cos min ,G x x c
c
π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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c是一个域值，我们取 。 0.5c =

大多数前人关于模型分割方面的工作都没有考虑过几何纹理。而在人的理

解中，纹理是非常重要的因素，参见图 6-2。我们的算法则包含了纹理项。 

图 6-1 扭曲的估计(a)以及为几何统计的采样(b) 

 

一般的，我们定义积分不变量： 

 

小的 ρ 值对应至少一个方向上的大曲率。 

我们通过以下方法计算 ( ),texture i jD f f ：首先我们向两个面公共边的两边分别

采样（图 6-1(b)），接着我们计算这两个区域内 minλ 和 ρ 的平均值和标准差（乘

以一个因子使得这两个值具有类似的大小）作为统计信息，记录在向量V 中。

定义： 

 

根据常数项 和 不同的取值，我们可以调整各种距离的影响力。特别的，

当 时，我们的算法退化为和一般的算法类似的算法。此时

项不起作用，一个分割的结果如图 6-2(a)所示。由于没有考虑纹理项，因此分割

算法只按照特征进行了分割。而我们取

1c 2c

1 2 1c c+ = ( ),texture i jD f f

1 2 0.1c c= = 得到的结果如图 6-2(b)所示。

可以看到这个分割结果和心理学意义上的分割结果一样。图 6-2(c)显示了在一个

具有条状纹理的半圆柱曲面上蚀刻了 PG 两个大写字母，我们的算法能够正确的

将模型分片。 

3 6Area in R Area in Rρ =

( ) 2
,texture i j i jD f f V V= −
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图 6-2 带纹理的分割结果，(a)无纹理距离的结果；(b)含纹理距离的；(c)PG 的切割效果 

 

6.3 多分辨的网格分割 

传统的网格分割算法，一个常见的问题是不能处理非常精细的模型。这是

因为要使用聚类算法，需要储存每一个面对之间的距离，这样面片的数目理论

上不应该太多，一般需要小于 10K。显然这无法满足很多情况下的需要。 

图 6-3 多分辨的网格分割流程图，(a)：原始网格； 

(b)：多分辨的重构算法；(c)：多分辨的分割算法 

 

我们的解决方案是利用我们多分辨的网格重构算法（具体参见 4.2），先在

低分辨率的网格上进行模型分割，之后对分割出来的各个部分再进行分割，如

果发现某个分割出来的部分面片数太少则将其映射到高分辨率的重构网格上
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（由于我们多分辨率的网格重构算法具有高低规模模型之间精确的对应关系，

因此这样的操作非常简单）。 

这样可以一直分解，直到人为地命令其停止或者分到足够的层数。流程图

如图 6-3 所示，其中通过将原始网格(a)多分辨重构成网格(b1)、(b2)，再使用多

分辨的分割算法，得到(c1)、(c2)。 

 

6.4 结果分析 

图 6-4 显示了分别对老鹰的模型和对 Lucy 的模型进行多分辨模型分割算法

的结果。可以看到即使是非常精细的区域，用我们的算法也能够成功的分割出

来。 

图 6-4 多分辨率分割的结果，(a)：老鹰模型；(b)：Lucy 模型 
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图 6-5 显示了一些其他的分割结果，每一个模型的原始规模附在说明中。 

图 6-5 一些模型分割结果 
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在速度上，由于我们的算法并没有额外的开销，因此在时间复杂度上和以

前的算法是可比的，耗时量类似。 
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第七章 结论与未来展望 

在数字几何处理领域，特别是网格的编辑和处理方法中，特征区域含有的

信息量得到了越来越多的重视。国际上有许多特殊的领域都展开了对于特征敏

感的处理方法的研究。 

本文的主要贡献是提供了一个可以适用于很多算法的特征敏感的几何处理

框架。提出了 FS 空间和 FS 度量的概念。在 FS 空间中进行的很多计算都具有积

分不变量的特点，其避免了估计网格的局部曲率甚至局部曲率的导数，使得框

架中的算法较一般的特征敏感的特定算法更加稳定，且不容易被噪声影响。 

在我们的框架中，我们实现了特征敏感的参数化方法、特征敏感的几何图

象方法、特征敏感的表面拟合方法。显示了我们的特征敏感几何处理框架在处

理特征方面的优势。 

除此之外，我们特别的发展了特征敏感的网格重构算法，并且使用其进行

了特征的提取、识别、编辑以及网格分割的研究。我们的研究和前人的工作有

相似之处，但是在我们的工作中由于使用了特征敏感的几何处理框架和特征敏

感的网格重构算法，使得我们的工作具有更高的效率，更好的鲁棒性。我们也

提出了一些前人没有研究的算法，如凸特征的识别算法，基于纹理的分割算法

等等。 

对于本文提出的这个理论框架，我们希望能够进一步得到完善。特别的，

其中 参数的取值，目前我们知道到这是一个尺度相关的概念，它的取值很大

一部分都依赖于特定的模型和实验的结果。我们希望能够在未来通过统计等方

法研究 参数合理的取值。 

w

w

对于特征提取、识别、编辑以及网格分割这两个应用，我们的研究也有不

完全的地方。比如目前我们对凸特征的提取还不够完美，还不能处理严重不对

称的凸特征，比如图 1-13 中的靠后的两个角，我们还不能使得识别结果达到角

的低端。这可能通过一些非不对称的方法来解决。再例如图 6-2 中展示的纹理分

割的结果，我们的结果在纹理的分界处有偏向平坦区域的现象（溢出现象），这

也是在后续的工作中需要改进的。 
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A Brief Survey 

Feature detection and classification: 

Features, especially feature lines (crest lines) have been discussed from a 

differential geometric perspective [Porteous1994]. Feature extraction can then be 

performed by estimating differential quantities via local or global surface fitting (see 

[Ohtake2004] and the references therein). These works are mostly based on curvature 

and curvature differential estimators. They discussed the situation that the curvature 

on a single edge comes to an extremum and thus identify these points as feature 

points. Their feature lines are detected by flowing through feature points in the 

direction orthogonal to the maximum main curvature direction. These works are 

pioneer. However, curvature and its differential are usually sensitive to noise on 

scanned model. To improve the quality of the differential quantities estimator, implicit 

surface fitting is often introduced to calculate these values on the discrete mesh 

model.   

Some other approach that avoids curvature estimators was studied. Aiming at 

higher robustness, feature extraction has also been based on appropriate integral 

invariants such as moments of local neighborhoods [Clarenz2004a]. These works 

avoid estimating the differential quantities, by calculating the relationship between 

integral quantities (positions, normals, etc.). 

 

Other feature sensitive approaches: 

In other aspects, feature sensitivity mostly has been investigated in connection 

with specific applications. 

Feature sensitive surface extraction from volume data was studied in 

[Kobbelt2001; Ju2002]. By introducing a feature estimator, these works perform a 

feature preserving operation at feature areas, which would preserve more features – 

especially sharp features – in original data. 

Feature sensitive sampling for remeshing was introduced in [Botsch2001] while 
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feature sensitive remeshing was studied in [Vorsatz2001; Alliez2002; Alliez2003a; 

Alliez2003b]. These approaches use a curvature estimator, and make connections 

between these quantities and traditional sampling or remeshing approaches. These 

methods can lead to curvature related isotropic results or anisotropic results. The 

curvature related isotropic results would generate large triangles in the flat area and 

small triangles in the feature area. The anisotropic remeshing would make triangles 

sliver at feature areas, with the long direction of the triangles point to the feature 

direction. 

[Bajaj2003; Hildebrandt2004; Jones2003] describes a feature filtering and 

smoothing approach. Their works concentrate in the curvature in large scale. By 

ignoring curvatures in small scale, they get a feature preserving smoothing result. 

 

Feature related works dealing with normals: 

Almost any work dealing with features incorporates surface normals, and there is 

even some work which does this in a way which is close to ours: [Cohen-Steiner2004] 

aim at approximating surfaces with help of Lloyd’s clustering algorithm and a 

geometric error metric based on surface normals. Apart from the fact that we do not 

base our FS-metric on normals only, this is related to the FS-metric. However, the 

authors of [Cohen-Steiner2004] do not exploit the FS-metric and the related image 

manifold in the context of a general feature sensitive geometry processing framework. 

The image manifold is also related to curvature estimation based on normal cycles 

[Cohen-Steiner2003]. 

[Sander2002] mentions that normals can be considered as 3-dimensional signals. 

In this way, they achieve results similar to feature sensitive geometry images 

described in our paper. 

 

Overview of segmentation algorithm: 

Image segmentation is a key step in image analysis and understanding, and has 

received much attention. Its counterpart on 3D surfaces has been studied only much 
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more recently. Segmentation methods generally fall into two classes: region based, 

and boundary based. Segmentation methods rely on estimating local properties.  

Boundary based approaches use special values of these local properties as 

candidate locations for boundaries, and regions are deduced from the located 

boundaries. These works often perform feature detection first, and then a depth-first 

algorithm is introduced to pick up regions. 

On the other hand, region based methods, however, look for areas having similar 

properties, which define the regions, and the boundaries are deduced from them. By 

defining a distance function, all the pairs of triangles on the mesh can be assigned to a 

distance value which is calculated by geodesic algorithm. Various operators have 

been used for estimating properties (e.g. defining the distance function). Some 

methods use discrete curvature estimators. Other work [Kats2003; Liu2004] uses a 

combination of geodesic and angular distances for similarity measurement, angular 

distances being a function of dihedral angle between adjacent triangles.

 74



清华大学综合论文训练 

 1



清华大学综合论文训练 

 1



清华大学综合论文训练 

 1



清华大学综合论文训练 

 1

 


